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شَد کهِ دس تیهیاسی  ص هیهاوا ٍ لؼهیا چٌاً هِ       هیخطی فشع تخش پزیشی تاػج  سیضی تشًاهِدس 

تی هؼٌا تاشذ. تِ ػٌَ ى هخالا  هی  ص ػذد طحیح تِ هتغیشّای طحیح د دُ شذُ کِ  ص ًظش هفَْهمادیشی غیش 

کِ تایذ تِ همادیش طحیح  ختظاص یاتذ. دس  دتیات تحمیك دس ػولیات تشسسی  ّا تؼذ د ًفش ت یا تؼذ د دستگاُ

شهَد.   ههی ػذد طحیح ًاهیذُ  سیضی تشًاهًِاهٌذ کِ تِ  ختظاس  هیخطی ػذد طحیح  سیضی تشًاهِهَ سد فَق س  

ػذد طهحیح   سیضی تشًاهِخطیا ػذد طحیح تاشٌذا تِ آى  سیضی تشًاهِ گش ّوِ هتغیشّای تظوین یک هیئلِ 

شَد.  گش فمط دس هَسد تؼذ دی  ص هتغیشّا فشع ػهذد   هی( گفتِ Pure integer programmingخالض) 

 (Mixed integer programmingط )ػهذد طهحیح هخهتل    سیضی تشًاهِطحیح تَدى طادق تاشذا تِ آى 

 شَد. هیطفش ٍ یک  س یِ  سیضی تشًاهًِوًَِ هیئلِ  شَد. دس  د هِ یک هیگفتِ 

ی خَدا کاسخاًِ جذیذی دس یکی ّا یک ششکت تَلیذی تظوین د سد تِ هٌظَس تَسؼِ فؼالیت مثبل:

تَ ًذ  ًثاس جذیذی ّن  هیشَد  هی ص دٍ شْش ) لف( ٍ )ب(  یجاد ًوایذ. دس شْشی کِ تش ی  یي هٌظَس  ًتخاب 

جذٍل صیشا  سصش خالض فؼلی ّش کذ م  4تَ ًذ د شتِ تاشذ. دس ستَى  هی حذ ث ًوَد ٍلی حذ کخش یک  ًثاس 

 24ا سشهایِ هَسد ًیاص آٍسدُ شذُ  ست. حذ کخش تَدجهِ تهش ی  یهي تَسهؼِ     آخش ٍ دس ستَى ّا  ص  یي  ًتخاب

  ست کِ  سصش خالض س  تیشیٌِ ًوایذ. ّا کیثی  ص  ًتخابهیلیَى دلاس  ست ٍ ّذف هیئلِا تؼییي تش

 

 هتغیش تظوین  یي هیئلِ تِ طَست صیش  ست:
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تَ ًهذ   ههی  ص ًَع ًاساصگاس ّیتٌذ) ششکت فمهط یهک کاسخاًهِ     1x  ٍ2xی ّا تِ دلیا  یٌکِ تظوین

 ًیاص  ست:تیاصد(ا لز  تِ هحذٍدیت صیش 

1 2 1x x   

 ّن  یي ًاساصگاسی تشلش س  ست)ششکت حذ کخش یهک  ًثهاس   3x  ٍ4xی ّا تِ طَس هشاتِ تش ی تظوین

 تَ ًذ د شتِ تاشذ( هی

3 4 1x x   

ّیتٌذ)ساختي  ًثاس دس یک شهْش هٌهَب تهِ     1x  ٍ2xی ٍ تیتِ تِ ّا تظوین 3x ٍ4xی ّا تظوین

 شَد: هیساخت کاسخاًِ  ست(.  یي ششب تا  ستفادُ  ص هحذٍدیت صیش تیاى 

3 1 0x x   

4 2 0x x   

2کاسخاًِ ساختِ شَد(ا آًگهاُ   1تش تش تا طفش تاشذ )یؼٌی دس شْش  1xدس هحذٍدیت  ٍلا  گش  0x  

3تَ ى دس  یي شْش  ًثاس ساختِ شَد) هیساختِ شَدا  ی ِ کاسخاً 1خَ ّذ تَد. ٍلی  گش دس شْش  0 1x or.) 

 یي شکا کلی هذل تِ طَست صیش  ست:تٌاتش 
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 فرمًلٍ کردن مسبئل بب استفبدٌ از متغیرَبی صفر ي یک

 (either-or constraintی ایه یب آن )َب محديدیت

ًهذ سد    ههی تَ ى یکی س   ًتخاب کشد ٍلی لضٍ هیحالتی س  دس ًظش تگیشیذ کِ  ص تیي دٍ هحذٍدیت هَجَد 

 یکی  ص دٍ هحذٍدیت صیش تایذ تشلش س تاشذ:  یاِ ذ. فشع کٌیذ کِ دس هیئلهحذٍدیت تشلش س تاش کِ ّش دٍ

1 2

1 2

3 2 18

4 16

x x

or

x x

 

 

  

 ی فَق س  تِ صیش دس آٍسد:ّا تَ ى هحذٍدیت هیتضسگ  Mتا  ستفادُ  ص ػذد 

1 2

1 2

3 2 18

4 16 (1 )

x x yM

x x y M

  

   
 

1yهتغیش طفش ٍ یک  ست.  گش  yکِ   :تاشذا لز  خَ ّین د شت 

1 2

1 2

3 2 18

4 16

x x M

x x

  

 
 

1کههِ دس  یههي طههَست هحههذٍدیت    24 16x x   ٍتههِ تشلههش سی هحههذٍدیت   هههیتشلههش س  سههت ٍ لض

1 23 2 18x x  .ًییت 

0y گش   شًَذ: هیتِ طَست صیش  ّا تاشذا هحذٍدیت 
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1 2

1 2

3 2 18

4 16

x x

x x M

 

  
 

1کههِ دس  یههي طههَست هحههذٍدیت   23 2 18x x  ٍتههِ تشلههش سی هحههذٍدیت    هههیتشلههش س  سههت ٍ لض

1 24 16x x  .ًییت 

k  محديدیت از بیهN .محديدیت ببید برقرار ببشد 

 یی تِ طَست صیش ٍجَد د سد.ّا  کٌَى حالتی س  دس ًظش تگیشیذ کِ هحذٍدیت

1 1 2 1

2 1 2 2

1 2

( , ,..., )

( , ,..., )

( , ,..., )

n

n

N n N

f x x x d

f x x x d

f x x x d







  

 هحذٍدیت تالا تشلش س تاشذ. فشهَلِ کشدى  یي هیئلِ تِ طَست صیش  ست: Nهحذٍدیت  ص  kخَ ّین  هی

1 1 2 1 1

2 1 2 2 2

1 2

1

( , ,..., )

( , ,..., )

( , ,..., )

0 1

n

n

N n N N

N

i

i

i

f x x x d My

f x x x d My

f x x x d My

y N k

y or



 

 

 

 





 

 مقدار محتمل Nتًابع بب 

1تاتغ  2( , ,..., )nf x x x  س  دس ًظش تگیشیذ کِ تا یکی  صN  1همذ س 2, ,..., Nd d d   تَ ًذ  خز ًوایذ. دس  هیس

 خطی ػذد طحیح هؼادل تِ طَست صیش  ست: سیضی تشًاهِ یي هذل 

1 2

1

1

( , ,..., )

1

0 1

N

n i i

i

N

i

i

i

f x x x d y

y

y or













 
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 مسئلٍ َسیىٍ ثببت

( set up costّضیٌهِ س ُ  ًهذ صی )  ( تها  Fixed chargeػولیات تَلیذا هؼوَلا هیتلضم طشف ّضیٌِ حاتت )

 ست. دس  یي طَست کا ّضیٌِ تَلیذ شاها ّضیٌِ هتغیش )هتٌاسة تا حجن فؼالیت( ٍ ّضیٌِ حاتت ) تش ی س ُ 

 ًذ صی آى(  ست.  گش 
jx  ُهؼشف حجن فؼالیت شواسj ا

jk  ٍ هؼشف ّضیٌِ س ُ  ًذ صی آى
jc    ِهؼهشف ّضیٌه

  ًجام ّش ٍ حذ  ص  یي فؼالیت تاشذا ّضیٌِ کا تش تش خَ ّذ تَد تا:

0
( )

0 0

j j j j

j j

j

k c x x
f x

x

 
 



  

  کٌَى هذل صیش س  دس ًظش تگیشیذ:

1

( )
n

j j

j

Min f x


  

 شَد: هیػذد طحیح تِ طَست صیش  سیضی تشًاهِهؼادل هذل 

1

. .

0 1,...,

0 1 1,...,

n

j j j j

j

j j

j

Min c x k y

s t

x My j n

y or j n





   

  



  

0jyدس هذل فَقا  گش    ُ0تاشذا آًگاjx   0ٍ سپسjf    1خَ ّذ تَد.  گهشjy    ُ  تاشهذا  ًگها

jx خَ ّین د شت: تَ ًذ ّش همذ س هخثتی  خز ًوایذ هی ٍ 

( )j j j j jf x c x k    

 اوببر ریسی بروبمٍ
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ِ  ّا ی سییتنساص هذلدس  ِ   ّها  ی تَصیغا تاییتی دس تاسُ  سصش تهیي ّضیٌه ی ّها  ی حوها ٍ ًمها ٍ ّضیٌه

 ّا  ًثاس کذ م nی شَد. فشع کٌیذ تِ ػٌَ ى هخال هذیشی تاییتی تظوین تگیشیذ  ص هیاى گیش تظوین ًثاسد سی 

 تِ طَست صیش  ست: وی هشتشی  ستفادُ کٌذ. هتغیش تظوین چٌیي تظوی mس  تش ی تشآٍسدى تماضای 

 

ijx  همذ س کالایی کِ  ص  ًثاس :i  تِ هشتشیj .هیشٍد 

 ی هشتَطِ ػثاستٌذ  ص:ّا ّضیٌِ

if  ّضیٌِ حاتت  جاسُ تش ی  ًثاس :i گش تاص تاشذ  

ijc  ّضیٌِ ػولیاتی دس  ًثاس :i  تِ ػلاٍُ ّضیٌِ حوا  ص  ًثاسi  تِ هشتشیj 

 دس  یي هیئلِ دٍ هحذٍدیت ٍجَد د سد کِ ػثاستٌذ  ص:

 تش ی ّش هشتشی تاییتی  ص  ًثاسّا تاهیي شَد. jdتماضا  (1

 شَد کِ  ًثاس تاص تاشذ. هیکالا  ص یک  ًثاس تٌْا ٍلتی حوا  (2

 شَد: هیخطی ػذد طحیح تِ طَست صیش  سیضی تشًاهِهذل 

1 1 1

1

1 1

. .

1,...,

( ) 0 1,...,

0 1,..., ; 1,...,

0 1 1,..., .

m n m

ij ij i i

i j i

m

ij j

i

n n

ij i j

j j

ij

i

Min c x f y

s t

x d j n

x y d i m

x j n i m

y or i m

  



 



  

   

    

  

 



 
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خَ ٌّذ کاسّای خاًِ )خشیذا آشپضیا ظشف شَییا لثها  شهَیی( س     هییک صى ٍ شَّش جَ ى  تمریه:

تیي خَد طَسی لیوت کٌٌذ کِ تِ ّش کذ م  ص دٍ کاس تخظیض یاتذ ٍ هجوَع صهاًی کهِ طهشف  ًجهام    

 ّها  صهاًی کِ ّشکذ م  ص آى دس  ًجام  یي ٍظایف هتفاٍت  ست. ّا شَدا حذ لا گشدد. کاس یی آى هیکاسّا 

 کٌٌذ تِ ششح صیش  ست: هیتش ی ّش ٍظیفِ طشف 

 

 طفش ٍ یک فشهَلِ کٌیذ. سیضی تشًاهِ یي هیئلِ س  تِ شکا یک 

 :حل

 شَد: هیی تِ طَست صیش تؼشیف گیش تظوینهتغیشّای 
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F F F F M M M M
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s t

M C D L
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M M
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D D
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M C D L M C D L or

      

   

   

 

 

 

 



  

 یهي   ی ُ  طشح تضسگ س  هَسد تشسسی لش س د دُ  ست. هیهض ى تهاصد   6سشهایِ گز سی دس ششکتیا تمریه: 

دس جذٍل صیش ) تش حیة  ّا دس دس ص هذت ٍ ّو ٌیي هیض ى سشهایِ هَسد ًیاص  یي طشح ّا سشهایِ گز سی

 هیلیَى دلاس( آهذُ  ست.

 

تهَ ى   وهی ًاساصگاسًذ ٍ ً 2ٍ  1ی ّا هیلیَى دلاس  ست. طشح 111کا هیض ى تَدجِ تش ی سشهایِ گز سیا 

س   4ٍ  3 ّها  ًیض چٌیي ّیتٌذ. ػلاٍُ تش  یيا ّی کذ م  ص طشح 4ٍ  3ی ّا س   جش  کشد. طشح ّا ّش دٍ آى

چٌهیي   ّها  ّن  جهش  شهَد. دس ههَسد سهایش طهشح      2ٍ  1تَ ى  جش  کشد هگش  یي کِ یکی  ص دٍ طشح  ویً

 هحذٍدیتی ًییت. ّذف هیئلِ  ًتخاب تشکیثی  ص سشهایِ گز سی  ست کِ هجوَع تاصدُ حذ کخش شَد.

 شَد. هیی تِ طَست صیش تؼشیف گیش تظوینهتغیش حل: 
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 گش 
jp  ا سَد تخظیض تش ی طشحjا

jc  ا ّضیٌِ سشهایِ گز سی سٍی طشحj ذا هذل تِ طهَست صیهش   تاش

 شَد. هی

6

1

6

1

1 2

3 4

3 1 2

4 1 2

100

1

1

0 1 1,...,6

j j

j

j j

j

j

Max p x

c x

x x

x x

x x x

x x x

x or j







 

 

 

 

 





  

یک ششکت َّ پیوایی دس طذد خشیذ َّ پیوا هیافشی جذیذ  سهت کهِ دس سهِ  ًهذ صُ تهضسگا       تمریه:

ا 33.5وت خشیذ َّ پیواّا تضسگا هتَسهطا ٍ کَچهک تهِ تشتیهةا     شَد. لی هیهتَسطا ٍ کَچک ػشضِ 

هیلیَى دلاس تؼیهیي کهشدُ    751هیلیَى دلاس  ست. ششکت حذ کخش سشهایِ گز سی جذیذ س   17.5ا ٍ 25

شَد کِ تِ  ًذ صُ کافی هیهافش   هی یي کِ چِ َّ پیوایی خشیذ سی شَدا تخویي صدُ   ص ست. طشف ًظش 

شَد کِ سَد سالیاًِ ّش یک  ص َّ پیواّای  هیظشفیت کاها پشٍ ص کٌٌذ. تشآٍسد ٍجَد د سد کِ َّ پیوا تا 

 هیلیَى دلاس  ست. 1.15ٍ  1.5ا 2.1تضسگا هتَسطا ٍ کَچک تِ تشتیة 

دس  ختیهاس  سهت. تجْیهض ت ٍ     ّها  شَد دس هجوَع سی خلثاى تش ی ّذ یت  یهي َّ پیوها   هیپیش تیٌی 

وای کَچک کافی  ست ٍلهی تجْیهض ت ٍ  هکاًهات لاصم تهش ی     َّ پی 41 هکاًات تش ی ًگْذ سی ٍ تؼویش 

4ًگْذ سی ٍ تؼویش یک َّ پیوا هتَسط ٍ تضسگ تِ تشتیة 

3
  ٍ5

3
تش تش تجْیض ت ٍ  هکاًهات ههَسد ًیهاص     

 تیشیٌِ شَد: یک َّ پیوا کَچک  ست. هذیشیت  ص چِ ًَع َّ پیوا تایذ خشیذ کٌذ کِ سَدش

 سیضی تشًاهِتِ تشتیة تؼذ د َّ پیواّای تلٌذ پشٍ صا هتَسط ٍ کَتاُ پشٍ ص  ست. هذل  M ٍSا  L حل:

 ػذد طحیح تِ طَست صیش  ست:
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  

  



  

دس شکا صیهش ًشهاى د دُ شهذُ  سهت. ههذل       (piecewise linearتٌذی شذُ )تاتغ خطی لطؼِ  تمریه:

 تشًاهِ ػذد طحیح  س یِ دّیذ کِ تیاى کٌٌذُ  یي تاتغ خطی لطؼِ تٌذی شذُ تاشذ.

 

ًشهاى   2  ٍ3ا  1س  تِ طَست هجوهَع سهِ هتغیهش     xتش ی هذل کشدى هٌحٌی فَقا ّش همذ س حل: 

 دّین. تٌاتش یي د سین: هی

1 2 3x        

 کِ دس آى:
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1

2

3

0 4

0 6

0 5







 

 

 

 

 شَد: هیتِ طَست صیش  2  ٍ3ا  1کِ دس  یي طَست همذ س تاتغ تِ طَست هجوَع سِ هتغیش 

1 2 3( ) 5 3f x       

 تایذ د س ی ٍیژگی صیش تاشٌذ. 2  ٍ3ا  1تَجِ کٌیذ 

1ص  ی: تِ همذ س x  شَد. هیتاشذا هشتَب  4کِ  ص طفش تیشتش تاشذ ٍلی کَچکتش هیاٍی 

2 هاص د همذ س :x  ست تا هَلؼی کِ  4 ص x ٍتاشذ. 11ی کَچکتش یا هیا 

3 هاص د همذ س :x  ست تا هَلؼی کِ  11 ص x  تاشذ. 15کَچکتش یا هیاٍی 

 شَد: هیغیش فَق تشلش س تاشذا دٍ هتغیش دٍدٍیی صیش تؼشیف تش ی  یي کِ هت

 

 تَ ى شش یط س  تِ طَست صیش تیاى کشد: هیتا تؼشیف دٍ هتغیش فَقا 

1 1

2 2 1

3 2

1 2

4 4

6 6

0 5

, 0 1

w

w w

w

w w or







 

 

 



  

 کٌین: هیتشسسی  1w  ٍ2w کٌَى تش تشی شش یط س  تش ی همادیش هختلف 

1 گش  0w   ِ2تاشذا تش سا  س تط 2 16 6w w  ُ2ا آًگا 0w  1شَد ٍ لز  همادیش  هی  2ا  ٍ3 

 تِ طَست صیش  ست.
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1

2

3

0 4

0

0







 





 

0کِ دس  یي طَست  4x  

1 گش  1w   ٍ2 0w   1تاشذا دس  یي طَست همادیش  2ا  ٍ3  شَد: هیتِ طَست صیش 

1

2

3

4

0 6

0









 



 

4کِ دس  یي طَست  10x . 

1ا  گش تالاخشٍُ  1w   ٍ2 1w   1تاشذا دس  یي طَست همادیش  2ا  ٍ3  شَد: هیتِ طَست صیش 

1

2

3

4

6

0 5











 

 

10کِ دس  یي طَست  15x . 

د سد. تجشتهِ ٍ   ipتهی هؼهادل   یجوؼ iًاحیِ هتوشکض یافتهِ  ًهذ ٍ ًاحیهِ     Iجوؼیت شْشی دس  تمریه:

خهَ ّین تْتهشیي    هیهحا هحذٍد کشدُ  ست.  Jس  تِ  ی تالمَُ آتش ًشاًیّا ی همذهاتیا هکاىّا تحلیا

 هحا هوکي ٍ تخظیض ًَ حی تِ آتش ًشاًی س  تؼییي کٌین.

 شَد: هیی تِ طَست صیش تؼشیف گیش تظوینهتغیشّای  حل:
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 ص  یي کِ ّش ًاحیِ تاییتی تٌْا تِ یک  ییتگاُ آتش ًشاًی تخظیض د دُ شَدا ًوایش سیاضهی آى تهِ   

 شَد: هیطَست صیش 

1

1 1,...,
J

ij

j

x i I


   

0jyیک  ص ًَ حی تِ هحا  ی کِ  ًتخاب ًشذُ تخظیض د دُ ًشَد. یؼٌهی   ّیچ      ًِتیجهِ دّهذ که

0ijx  شَد: هی. ًوایش سادُ  یي هحذٍدیت تِ طَست صیش 

1

1,...,
I

ij j

i

x y I j J


  

 شَد: هی ست کِ تِ طَست صیش تیاى  idی آى ًاحیِ تش تش ّا تا آتش ًشاًی iفاطلِ ًاحیِ 

1

J

i ij ij

j

d d x


  

 گیشًذ ػثاست  ست  ص: هیلش س  jتی کِ صیش پَشش هحا یکا جوؼ

1

I

j i ij

i

s p x


 

ٍ  3ی ّها  هحا یب 2ٍ  1ی ّا فشع کٌیذ کِ ًاحیِ دس هشکض تش ی آتش سَصی لثلی هیتؼذ  ست ٍ هحا

گیشًهذ. دس  یهي طهَست ًوهایش سیاضهی تهِ        هیتَ ًٌذ تش ی حفاظت  یي ًاحیِ هَسد  ستفادُ لش س  هی 4

 شَد: هیطَست صیش 

1 2 3 42 2y y or y y     

0تا فشع  یي کِ  1y or  شَد: هیتاشذا هحذٍدیت جایگضیي دٍ هحذٍدیت فَق تِ طَست صیش 

1 2 3 42 2(1 )y y y or y y y     
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 سهت.  گهش  یهي     Bٍ هحهذٍد تهِ    jٍ تیتِ تِ جوؼیت ًاحیِ  jّضیٌِ ساخت ٍ حذ آتش ًشاًی دس ًاحیِ 

)ّضیٌِ تِ طَست تاتغ  )j jf s        تاشذا لز  هحذٍدیت تَدجِ ساخت ٍ حهذ آتهش ًشهاًی تهِ طهَست صیهش

 شَد: هی

1

( )
J

j j

j

f s B


 

دس ًْایت تاتغ ّذف کِ کویٌِ کشدى فاطلِ طی شذُ  ص دٍستشیي ًاحیِ تِ آتش ًشاًی تخظهیض یافتهِ   

 شَد: هیتِ آى ًاحیِ  ستا تِ طَست صیش 

1,...,
max 1,...,i ii I

Min D Min D

D d D d i I



  

  

پس  ص جایگضیٌی 
1

J

i ij ij

j

d d x


  شَد: هیدس س تطِ فَقا هذل تِ طَست کاها تِ ششح ریا 

1

1

1

1

1

1 2

3 4

. .

0 1,...,

1 1,...,

1,...,

0 1,...,

( )

2 0

2 2

, , 0 1 1,..., , 1,..., .

J

ij ij

j

J

ij

j

I

ij j

i

I

j i ij

i

J

j j

j

ij i

Min D

s t

D d x i I

x i I

x y I j J

s p x j J

f s B

y y y

y y y

x y y or i I j J











  

 

 

  



  

  

  










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