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ی خطی در فرض صحیح ثوَدى هشییرّوبی   ریز ثرًبهِی ػذد صحیح ٍ ریز ثرًبهِسفبٍر اصلی یک هسئلِ 

ی اهکوبى دوریر ضووبرا    ّب َد کِ سؼذاد خَاةض هیهسئلِ اسز. ضبیذ در ًگبُ اٍل صحیح ثَدى هشییرّب ثبػث 

هشییور دٍدٍیوی    nَاى خَاة ثْیٌِ را یبفز. فرض کٌیذ یک هوذل دارای  س هی ّب ىآ  هیثبضذ کِ ثب کٌشرل سوب

10nثبضذ. اگر  َاًذ اخر ًوبیذ(س هی)همذار صفر یب یک   سوب ٍ اگور    1111ی ثویص ا   ّوب  ثبضذ، سؼذاد خَاة

20n  30، ثیص ا  یک هیلیَى ٍ اگر ّب ثبضذ، سؼذاد خَاةn  ثیطشر ا  یک هیلیبرد  ّب ثبضذ، سؼذاد خَاة

ًخَاٌّوذ ثوَد. حوبل اگور سؼوذاد       ّب خَاّذ ثَد کِ حشی سریؼشریي کبهذیَسرّب لبدر ثِ ضوبرش سوبهی خَاة

 َد.ض هیهشییرّب ا  همیبس هیلیَى ثبضٌذ، دضَار ثِ سرػز اسز ثیطشر 

 ی ػذد صحیح ثِ دٍ ػبهل ثسشگی دارد:ریز ثرًبهِدیچیذگی هحبسجبر یک هسئلِ 

 ّبی ػذد صحیحسؼذاد هشییر (1

 سبخشبر هسئلِ (2

اثری در دضَار حل هسئلِ ًوذارد کوِ ایوي ثورخلا       ّب َد سؼذاد هحذٍدیزض هیّوبى طَر کِ هلاحظِ 

ی ػذد صحیح ػولا ثسیبر دضَار سور ا  حول   ریز ثرًبهِی خطی اسز. ا  اًدبییکِ حل هسبئل ریز ثرًبهِهسئلِ 

ی ػوذد صوحیح،   ّوب  سذ کِ ثب حر  هحذٍدیزر هیی خطی اسز، لرا گبّی هٌطمی ثِ ًظر ریز ثرًبهِهسبئل 

 ّب خَاة ی خطی آ اد ضذُ سجذیل سبخز ٍ سذس آى را ثب رٍش سیوذلکس حلریز ثرًبهِهسئلِ را ثِ هسئلِ 

را گرد کرد. ایي رٍش هوکي اسز ثرای حل ثرخی ا  هسبئل کبرثردی کِ همذار ثسیبر ثزرگی دارًوذ هٌبسوت   

  یر اسز:ثبضذ. ٍلی ایي رٍش دارای دٍ اضکبل 

 ضبیذ خَاة گرد ضذُ دیگر هَخِ ًجبضذ.-1

 ضبیذ خَاة گرُ ضذُ دیگر ثْیٌِ ًجبضذ.-2

 ثرای سطریح دٍ اضکبل فَق، هثبل  یر را در ًظر ثگیریذ.
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1خَاة ثْیٌِ هسئلِ فَق،  2

9
2, , 11

5
x x z    2اسز. هشییر کِ غیرصحیح دارد یؼٌی

9

5
x   را ثِ ػذد

2صحیح  1x   1ٌین، خَاة حبصل ک هیگرد 22, 1x x   ٍ7z  َد کِ ایي خَاة ثب خَاة ثْیٌوِ  ض هی

1هذل اصلی، یؼٌی  20, 2, 10x x z   .اخشلا   یبدی دارد 

 Cutting planeصوفحِ ثورش یوب    ی ػذد صوحیح، رٍش  ریز ثرًبهِهشذاٍل ثرای حل هسبئل ی ّب یکی ا  رٍش

 َد.ض هیاسز کِ در اداهِ هؼرفی 

 Cutting planeريش صفحه برش 

 ی خطی ػذد صحیح  یر را در ًظر ثگیریذ:ریز ثرًبهِ

 | , 0,int

Max cx

x S x Ax b x   
  

هرثَطِ ثِ هٌظَر ی خطی ریز ثرًبهِی خذیذ ثِ هسئلِ ّب ایذُ رٍش صفحِ ثرش اضبفِ کردى هحذٍدیز

ا  ًبحیِ اهکبى دریر اسز یؼٌوی آ اد کوردى ضورط     S صحیح حر  ًمبط ثْیٌِ غیرصحیح ثذٍى حر  ًمبط

axی خذیذ ثِ فرم ّب ٍ در ػیي حبل اضبفِ کردى هحذٍدیز Sصحیح ثَدى ا   b      ثوِ ًحوَی کوِ ًموبطS 

 حر  ضًَذ. یؼٌی هذل  یر را حل ًوبئیذ.

 | , , 0

Max cx

x T x Ax b ax b x    
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 هذل  یر را در ًظر ثگیریذ: مثال:

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

2

5

0

6 2 21

, 0,int .

Max x x

x x

x x

x x

x x



 

  

 



  

1ثب اضبفِ کردى هحذٍدیز  3x   ٍ1 2 4x x   ثِ هذل اصلی ٍ حل هذل آ اد ضذُ، ثِ خَاة هذل ثوب

 َد.ض هیحل سرسیوی هذل فَق ثِ صَرر  یر  سین.ر هیهشییرّبی ػذد صحیح 

 

 cutفرم عمًمی یک برش یا 

 هذل خطی  یر را در ًظر ثگیریذ:

 | , 0 (1)

Max cx

x Q x Ax b x   
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 دبیِ ) ًِ لزٍهب ثْیٌِ( ثبضذ، یؼٌی:یک خَاة اهکبى دریر  Bxفرض کٌیذ کِ 

1,..., (2)
iB i ij j

j N

x b a x i m


    

0jxی غیردبیِ دارین: ّب ٍ ّوچٌیي ثرای خَاة   0. ثب ضرةh  ( ِدارین:2در راثط ) 

1,...,
iB ij j i

j N

hx ha x hb i m


   

0jxچَى    ٍa a   :دس خَاّین داضز 

B B

B B B i

h h h x hx
h x ha x hx hax h x ha x hb

ha ha ha x hax

        
                    

        
  

 

 لرا خَاّین داضز:

1,...,
iB ij j i

j N

h x ha x hb i m


         

 َاى ثِ صَرر  یر ّن ًَضز:س هیا  آى خبییکِ سوز چخ راثطِ ثبلا صحیح اسز، لرا راثطِ فَق را 

1,...,
iB ij j i

j N

h x ha x hb i m


           

h( در 2ا  طرفی ثب ضرة راثطِ )   :ثب کن کردى ا  راثطِ فَق دارین ٍ 

  1,..., (3)ij ij j i i

j N

h a ha x h b hb i m


               

 دارد. hاسز کِ ثسشگی ثِ ًحَُ اًشخبة  ّب راثطِ فَق اسبس خیلی ا  ثرش
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 Gomoryی کسری یا هابرش

1hیذ. در ایي لسوز آ هیا  حر  صحیح ثَدى هشییرّب ثذسز  ّب ایي ثرش    در ًظر ثگیریذ. در ایوي

 َد:ض هی( ثِ صَرر  یر 3صَرر راثطِ )

 ij ij j i i

j N

a a x b b


         

فرض کٌیذ 
0i i if b b      ٍ

ij ij ijf a a      ّوبى لسوز کسری (
ija: در ایي صَرر ،) 

0 0 , 0 (4)ij ij i i ij ij i i

j N j N

f x f or s f x f s
 

       

َاى س هی
iBx :را ثِ صَرر  یر ثب ًَیسی کرد 

0( )

i

i

io

ij ij

i

i

B i ij j i i i ij j ij j ij j

j N j N j N j N

B i i ij j ij j i ij j

j N j N j N
f

f x

s

B i ij j i ij j

j j

x b a x b b b a x a x a x

x b b a x a x b a x

x f f x b a x

   

  



                    

                 



           

   

  


N

 
 
 



 

ثب سَخِ ثِ ایي کِ 
iBx  ٍ

i ij j

j N

b a x


         ػذد صحیح ّسشٌذ، ثٌبثرایيis    خَاٌّوذ  ّون صوحیح

 ثَد.

0( کِ اگر 4خبصیز هْن راثطِ ) 0if  ( خَاة ثْیٌِ غیرصحیح هرثَط 4ثبضذ، ثب اضبفِ کردى ثرش ،)

 َد.ض هیهذل آ ادضذُ )حر  ضرط صحیح ثَدى هشییرّبی ػذد صحیح( حر   ا 

اضبفِ کرد ٍ ثب سَخِ ثِ  S َاى ثِ خذٍل ثْیٌِ ثب هشییر دبیِس هی( را ثِ راحشی 4هحذٍدیز ضوبرُ ) وکته:

َد کِ ض هیایي کِ ضرط ثْیٌگی ثذٍى سیییر هی هبًذ، سٌْب ضرط اهکبى دریری ثرای هحذٍدیز خذیذ ًمض 

 َاى ا  رٍش سیوذلکس ّوزاد آى را ثرطر  کرد.س هی
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 َاى ًَضز. س هی، ثلکِ ثرای ضرایت سبثغ ّذ  ّن ّب ( را ًِ سٌْب ثرای ضرایت هحذٍدیز4ثرش )وکته: 

( ٍ اسشفبدُ ا  رٍش سیوذلکس ّوزاد سوب حووَل یوک    4ثرهجٌبی اضبفِ کردى یک ثرش ثِ فرم )وکته: 

ی خطی ػذد صحیح ارایوِ داد. الجشوِ ّوی     ریز ثرًبهَِاى الگَریشوی ثرای حل هذل س هیخَاة ثْیٌِ صحیح 

 دلیلی ثر هشٌبّی ثَدى ایي الگَریشن ٍخَد ًذارد.

ی اثشکبری هشفبٍسی ٍخَد دارد کِ ّب یذ، رٍشآ هیثرش ثذسز  : ثرای اًشخبة سطری کِ سَسط آىوکته

 َاى ثِ هَارد  یر اضبرُ کرد:س هی

 01) r i i
i

f Max b b       

0 02) r i

i
rj ij

j j

f f
Max

f f

 
 

  
 
 

 
 

0 03) r i

i
rk ik

f f
Max

f f

 
  

 
 k  هشییرّبی غیردبیِ   

0 04)
jk

r i
i

rk ij

cc
f Max f Min

f f

   
       

 

( ثر هجٌبی ثیطشریي همذار کبّص 4( ثر هجٌبی حر  ثیطشریي ًبحیِ غیرصحیح ٍ هَرد )3( ٍ )2هَارد )

 سبثغ ّذ  اسز. 

 ّی  دلیل ثر ثرسری یکی ا  چْبر رٍش ثر رٍش دیگری ًیسز. وکته:

ًیسز. ثرضی کِ هشییر  ّب در اسشفبدُ ا  رٍش سیوذلکس ّوزاد ًیب ی ثِ ًگِ داضشي سوبهی ثرشوکته: 

 َاى ا  خذٍل سیوذلکس حر  ضَد.س هیدبیِ آى در دبیِ ثَدُ ٍ ضریت سوبهی هشییرّبی آى صفر ثبضذ 
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َاى ا  ایوي رٍش در کوبهذیَسر ثورای    سو  ووی یذ، ًآ هیثِ ػلز خطبّبیی کِ در اثر گرد کردى دیص وکته: 

 ی ٍالؼی اسشفبدُ کرد.ّب هثبل

 ی کسری حل ًوبییذ.ّب  یر را ا  رٍش ثرش ی ػذد صحیحریز ثرًبهِهذل مثال: 

1 2

1 2

1 2

1 2

5 8

. .

6

5 9 45

, 0,int

Max z x x

s t

x x

x x

x x

 

 

 



  

 

 فرم گسشردُ هذل فَق ثِ صَرر  یر اسز: حل:

1 2

1 2 3

1 2 4

1 2

5 8

. .

6

5 9 45

, 0,int

Max z x x

s t

x x x

x x x

x x

 

  

  



 

 ٍرین:آ هیاثشذا خذٍل سیوذلکس ًْبیی را ثذسز 

 



 www.behinehyab.com                نخستین مرجع تخصصی آموزش تحقیق در عملیات

9 
 

 ی کسری ثراسبس خذٍل ًْبیی سیوذلکس ثِ صَرر  یر اسز:ّب ثرش

 ij ij j i i

j N

a a x b b


         

: 

 )سبثغ ّذ ( 1ثرش هؼبدلِ 

3 4 3 4

5 5 3 3 1 3
1) 41.25 41.25 0.25

4 4 4 4 4 4
x x x x

      
               
      

 

 :1ثرش هؼبدلِ 

3 4 3 4

9 9 1 1 1 3
2) 2.25 2.25 0.25

4 4 4 4 4 4
x x x x

      
                 
      

 

 :2ثرش هؼبدلِ 

3 4 3 4

5 5 1 1 3 1
3) 3.75 3.75 0.75

4 4 4 4 4 4
x x x x

      
                 

      
 

گبًِ ای کِ لجلا اضبرُ ضذُ اسشفبدُ کرد. ثب فرض  4َاى ا  اصَل س هیکِ کذام ثرش را اضبفِ کرد حبل ایٌ

 یرد.گ هیهَرد اسشفبدُ لرار  3(، ثرش ضوبرُ 1اسشفبدُ ا  اصل )

3 4 3 4 3 4 1

3 1 3 1 3 1
0.75 0.75 0.75

4 4 4 4 4 4
x x x x x x s            

 یذ.آ هیثب اضبفِ کردى ثرش فَق ثِ خذٍل سیوذلکس، خَاة ثْیٌِ ثِ صَرر  یر ثذسز 
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 ثبر سکرار ػولیبر سیوذلکس ّوزاد ثِ خَاة ثْیٌِ رسیذین.َد ثب یک ض هیّوبى طَر کِ هطبّذُ 

َاى ا  رٍش سرسیوی ّن حل کرد. ثرای حل س هیهشییر اصلی اسز  2ثب سَخِ ثِ ایي کِ ایي هذل دارای 

 در آٍرد. 1x  ٍ2xرا ثرحست  ّب سرسیوی ثبیذ سوبهی ثرش

 :2ٍ  1ثرش 

   3 4 1 2 1 2 1 2

1 2

1 3 1 3
0.25 6 45 5 9 0.25 4 7 35

4 4 4 4

4 7 35

x x x x x x x x

x x

            

  

 

 :3ثرش 

   3 4 1 2 1 2 1 2

1 2

3 1 3 1
0.75 6 45 5 9 0.75 2 3 15

4 4 4 4

2 3 15

x x x x x x x x

x x

            

  

 

 حل سرسیوی هذل فَق ثِ صَرر  یر اسز:
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( خَاة ثْیٌِ هسئلِ خَاّذ ثَد. ّوبى طَر کِ ا  ضوکل ثوبلا   1,5ی فَق، خَاة )ّب ثب اضبفِ کردى ثرش

ٌٌوذ ٍ فموط   ک ووی حر  ًرا  ی اهکبى دریرّب ّی  خَاة ػذد صحیح ا  هدوَػِ خَاة ّب دیذا اسز ایي ثرش

 َد.ض هیی غیر صحیح کن ّب خَاة

 (Dual-All-Integer cutی کاملا صحیح همزاد )هابرش

ی کسری ّوبى طَر کِ هطبّذُ ضذ در ّر سکرار ضرایط اهکبى دوریر ٍ ثْیٌگوی را   ّب ی ثرشّب در رٍش

کبل ایوي رٍش  ثوَدین. ّووبى طوَر کوِ اضوبرُ ضوذ اضو        صحیح ثَدىحفظ کردین ٍ ثِ دًجبل ثرلراری ضرط 

ٌوین  ک هوی یذ، اسز. ثرای رفغ ایي ایراد ا  رٍش دیگری اسشفبدُ آ هیخطبّبیی کِ در اثر گرد کردى ثِ ٍخَد 

ٌین ٍ دًجبل ثرلرار ضورط  ک هیکِ در ّر سکرار ضرایط ثْیٌگی )اهکبى دریری ّوزاد( ٍ صحیح ثَدى را حفظ 

ٌین کِ خَاة صحیح ک هیش ثِ هسئلِ اضبفِ اهکبى دریری ّسشین ٍ در صَرر اهکبى ًبدریر ثَدى خَاة، ثر

َاى س هیاهکبى ًبدریر را حر  ًوبیذ ٍ اهکبى ًبدریری را کبّص دّذ. ثرای حفظ ثْیٌگی ٍ ضرط صحیح ثَدى 

 ثِ صَرر  یر ػول کرد.

 اسز ا  رٍش سیوذلکس ّوزاد اسشفبدُ کٌین. ثرای ایي کبر کبفی حفظ بهیىگی: -1
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اًدوبم   -1ثرای ایي کبر کبفی اسز کِ ػولیبر چورخص لوَلا را رٍی ػٌبصور     حفظ صحیح بًدن: -2

 ا اسشفبدُ کٌین.ر  هیی خبصی در فرم ػوَّب َاى ثرشس هیدّین. ثرای ایي هٌظَر 

ی کبهلا صحیح ثرای سیوذلکس ّوزاد در دسز اسز کِ ایي خَاة ّب فرض کٌیذ یک دبیِ اٍلیِ ثب دادُ

0bاهکبى دریر ًیسز) دبیِ ضرایط ثْیٌگی را داراسز ٍلی    0)(. ثب اًشخبة هٌبست ثورای 1)h h  

 َاى ثرضی ثرای حر  ایي خَاة اهکبى ًبدریر ایدبد کرد:س هیا  ثرش ػوَهی ثِ فرم  یر، 

  1,..., (*)ij ij j i i

j N

h a ha x h b hb i m


               

0صَرر گیرد. ثرای  -1ثبیذ ثِ ًحَی ػول کرد کِ ػول چرخص لَلا رٍی  hدر اًشخبة  1h   ثرش

0hَد)ض هی)*( ثِ صَرر  یر     :) 

 rj j r

j N

ha x hb


       

 دارین: sثب اضبفِ کردى هشییر کوجَد 

  , 0,intrj j r

j N

s ha x hb s


       
 

0rbسَخِ کٌیذ کِ اگر سوبم    ثبضٌذ، خَاة فؼلی ثْیٌِ اسز لرا یکr  ٍِخَد دارد ک 

0 0r rb hb      

را  sَد، رٍش سیوذلکس ّوزاد، ض هیثِ خذٍل سیوذلکس اضبفِ  sثٌبثرایي ٍلشی ایي ثرش ثب هشییر دبیِ 

ٌذ. اگر ک هیا  دبیِ خبرج 
kx  ،ثخَاّذ هشییر ٍرٍدی ثِ دبیِ ثبضذ 

0rkaثبیذ  ايلا  (ّوزاد )طجك رٍش سیوذلکس 

1rkhaرا ثبیذ ثِ ًحَی اًشخبة کرد کِ  hثرای حفظ ضرط صحیح ثَدى خَاة،  ثاویا      
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، همذار ثالثا
jc ثِ صَرر  یر اسز: خذیذ دس ا  اًدبم چرخص لَلا 

0
rjnew old

j j k j rj k

rk

ha
c c c c ha c

ha

         
  

  

0rjaًدبییکِ ثرای آا     ٍ0h  ، 1دارینrjha      لا م ثورای حفوظ ضورط     ، ثٌبثرایي یوک ضورط

 ثْیٌگی، ػجبرر اسز ا :

0rk
k j

a
c Min c


  

1rkhaثبیذ اٍلا ضرط  hاضبرُ ضذ کِ ثرای اًشخبة      :ثرلرار ثبضذ، ثٌبثرایي 

1 1 0rk rkha ha         

0
0 0rka

rkha h


   ا  لجل داضشین   

1
1 1rk

rk

ha h
a


      

0jثبًیب ثرای ثرلراری ضرط ثْیٌگی  rj kc ha c     ثرای همذارh :دارین 

  0اگرkc    ثبضذ، ّر همذاری اh  َاى اًشخبة کرد:س هیرا 

  0اگرkc   ثبضذ کبفی اسز

j

k

rj

c

c
h

a

 
 
 

 . 

 ثگیریذ: رثبیذ در هحذٍدُ  یر لرا hثٌبثرایي 

*

0 0

1
1, , 1,

rj rj

j j

k k

a a
rk rj rj

c c

c c
h h Min Min Min

a a a 
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h*سَخِ کٌیذ کِ ثرای ّر همذار  :وکته h    ضرایط ثْیٌگی ٍ صحیح ثَدى حفظ خَاّذ ضوذ ٍلوی

h*ثْشر اسز  h .اًشخبة ضَد سب سیییرار سبثغ ّذ  ثیطشر ضَد 

ب ثراثور  : ثرضی کِ در خذٍل سیوذلکس، هشییر هب اد آى در دبیِ ثب همذار هثجز ٍ هبثمی هشییرّوکته

 َاى ا  خذٍل سیوذلکس حر  کرد.س هیصفر ثبضذ را 

ی صحیح کوِ ضورط ثْیٌگوی را    ّب ، ثبیذ یک خَاة دبیِ ثب دادُّب ثرای ایدبد ایي ًَع ا  ثرش وکته:

ثرای ایي هٌظَر هذل  َاى چٌیي دبیِ را اسشخراج کرد.س هیثرلرار دارد، ٍخَد داضشِ ثبضذ. ثِ سبدگی 

  یر را در ًظر ثگیریذ:

0,int .

Max cx

Ax b

x





  

ثب اضبفِ کردى 
sx  ،0َاى یک دبیِ صحیح ثِ صَرر س هیثِ ػٌَاى هشییر هب اد, sx x b   ثذسز

 آٍرد.

0, 0,int .

s

s

Max cx

Ax x b

x x

 

 

 

0kcثبضویذ  داضشِ  kاگر ایي دبیِ در ضرایط ثْیٌگی صذق ًکرد )یؼٌی ثرای یک هشییر ّوچَى   

َاى هحذٍدیشی ثِ فرم  یر ثِ هسئلِ اضبفِ کرد) الجشِ ثب فرض هحذٍد ثَدى هسئلِ( کِ در آى س هی(، 

M :یک ػذد ثزرگ اسز 

j

j

x s M   

ٌین. ایي کبر را ثب اًدبم ک هیرا ا  دبیِ خبرج  sدر سبثغ ّذ  را ٍارد دبیِ ٍ  kcثب کوشریي  kxسذس 

ضَد ٍ ّن ضرط ثْیٌگی  حفظَد سب ّن ضرط صحیح ثَدى ض هیاًدبم  1+چرخص لَلا رٍی ضریت 

 ثرلرار ضَد.
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ی کبهلا صحیح ّوزاد ثِ ایي صَرر اسز کِ : ثوب یوک خوَاة دبیوِ صوحیح      ّب ثرشالگَریشن رٍش 

ٌین ٍ سذس ّر ثبر ثرای حر  خوَاة اهکوبى   ک هیر ثرای رٍش سیوذلکس ّوزاد ضرٍع اهکبى ًبدری

ٌین سب ثِ خوَاة صوحیح ثْیٌوِ اهکوبى     ک هیثرضی صحیح ثِ فرم ارایِ ضذُ ثِ هسئلِ اضبفِ ، ًبدریر

 دریر ثرسین.

 ی کبهلا صحیح ّوزاد حل ًوبییذ.ّب ی ػذد صحیح  یر را ا  طریك رٍش ثرشریز ثرًبهِهذل  مثال:

1 2

1 2

1 2

1 2

5 8

. .

6

5 9 45

, 0,int

Max z x x

s t

x x

x x

x x

 

 

 



  

 فرم گسشردُ هذل فَق ثِ صَرر  یر اسز: حل:

1 2

1 2 3

1 2 4

1 2

5 8

. .

6

5 9 45

, 0,int

Max z x x

s t

x x x

x x x

x x

 

  

  



 

َاى ا  هحوذٍدیز  سو  هوی ثرای ثذسز آٍردى یک دبیِ صحیح کِ ضرط ثْیٌگی در آى ثرلورار ثبضوذ،   

j

j

x M  اسشفبدُ کرد. ٍلی هحذٍدیز
1 2 3 6x x x    ِثِ ایي فرم اسز ٍ ًیب ی ثِ اضبف

کردى ایي هحذٍدیز ًیسز. ثِ ػجبرر دیگر کبفی اسز هشییر 
3x  2را ا  دبیِ خبرج کرد ٍ هشییرx 

 )کوشریي ضریت در فرم اسشبًذارد خذٍل سیوذلکس( را ثِ دبیِ اضبفِ کرد.
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، هٌفوی  -9َد کِ اکٌَى ثِ یک دبیِ صحیح ثب ثرلراری ضرط ثْیٌگی رسویذین. چوَى   ض هیهلاحظِ 

ٌین. چوَى  ک هی، ثرش را درسز 2اسز لرا ثب سطر ضوبرُ 
0

min 3
ij

k j
a

c c


  ،   لورا هشییور
1x  ٍارد

 دارین: h*َد. ثرای هحبسجِ ض هیدبیِ 

*

8

1 1 2 23
1, , 1, ,

4 9 4 9 9
h Min Min

  
           

    
  

  

 َد:ض هیثٌبثرایي ثرش ثِ صَرر  یر سؼریف 

1 3

1 3

2 2 2
4 9 9

9 9 9

2 2

rj j r

j N

s ha x hb

s x x

s x x



      

     
            
     

   



  

 ٌین.ک هیثرش فَق را ثِ خذٍل سیوذلکس اضبفِ 
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 ثب سَخِ ثِ ایي کِ ثِ یک خَاة اهکبى ًبدریر رسیذین، یک ثرش خذیذ ثبیذ اضبفِ کرد:

*

3 4 3

3

1 12
1, ,

4 1 4

1 1 1 1
1 1 4 1 1

4 4 4 4

h Min

s x x s s x s
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 (Primal-All-Integer cut)صحیح ايلیهبرش کاملا 

ی خطی ػذد صحیح را حل کرد ٍ ریز ثرًبهَِاى هسبئل س هیثب اسشفبدُ ا  رٍش سیوذلکس ثِ ًحَُ دیگر 

ی، ثْیٌگی اسز. ثرای حفظ اهکبى دوریر دریری اٍلیِ ٍ ثرلراری ضرط آى حفظ ضرایط صحیح ثَدى ٍ اهکبى 

ز ا  رٍش سیوذلکس اٍلیِ ٍ سسز ًسجز اسشفبدُ کرد سب اهکبى دریری دبیِ حفظ ضَد. ثرای حفوظ  کبفی اس

اًدبم داد. اگر ضرط ثْیٌگوی در خوذٍل    1+صحیح ثَدى کبفی اسز کِ ػولیبر چرخص لَلا را رٍی ضریت 

0jcسیوذلکس ثرلرار ثبضذ)   0( هسئلِ حل ضذُ اسز. فرض کٌیذkc    ٍ ثبضوذ
kx    ِهشییور ٍرٍدی ثو

دبیِ ٍ 
rx  یذ.آ هیهشییر خرٍخی ا  دبیِ ثبضذ کِ ا  سسز  یر ثذسز 

, 1r i
ik

rk ik

b b
Min a

a a

 
  

 
 

ثب ٍارد کردى 
kx  ثِ خبی

rx     1در دبیِ ضرط اهکبى دریری ثبلی خَاّذ هبًوذ. حوبل اگورrka    ،ثبضوذ

1rkaضرط صحیح ثَدى ثبلی خَاّذ هبًذ. ثٌبثرایي فرض کٌیذ   ُ1، آًگب
1

rk

h
a

    ِلرا ثرش ػوَهی ثو ٍ

 َد:ض هیصَرر  یر 

, 0,int .
rj rjr r

j j

j N j Nrk rk rk rk

a ab b
x s x s

a a a a 

       
           

       
   

 َاى الگَریشن یبفشي خَاة ثْیٌِ صحیح را ثِ صَرر  یر ثیبى کرد.س هیثب سَخِ ثِ ثرش فَق 

ٌین، اگر ثْیٌِ ًجَد یک ثرش ثرای حرکز ثِ طور  خوَاة   ک هیثب یک خَاة اهکبى دریر صحیح ضرٍع 

 ٌین.ک هیاهکبى دریر صحیح دیگری ثب سبثغ ّذ  ثْشر اضبفِ 

 کبهلا صحیح اٍلیِ حل کٌیذ.ی ّب هذل  یر را ا  رٍش ثرش مثال:

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

2

5

0

6 2 21

, 0,int .

Max x x

x x

x x

x x

x x
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 فرم گسشردُ هذل فَق ثِ صَرر  یر اسز: حل:

1 2

1 2 3

1 2 4

1 2 5

1 2 3 4 5

2

5

0

6 2 21

, , , , 0, int .

Max x x

x x x

x x x

x x x

x x x x x



  

   

  



 

 ثرش اٍل:

1 1 2 1 1

6 2 21
3

6 6 6
s x x s x

     
          
     

  

 

 ثرش دٍم:

2 1 2 2 2 1

2 6 3
3 1

2 2 2
x s s s x s
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 ثرش سَم:

1 2 3 3 1 2

2 1 0
0 0

2 2 2
s s s s s s

     
            

     
  

 

 ی ػذد صحیح  یر را در ًظر ثگیریذ.ریز ثرًبهِهذل  تمریه:
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1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

2

5

0

6 2 21

, 0,int .

Max x x

x x

x x

x x

x x



 

  

 



 

 ری حل ًوبییذ.ی کسری گَهّب ( هذل فَق را ا  طریك اضبفِ کردى ثرشالف

 ی سوبم صحیح اٍلیِ حل ًوبییذ.ّب ( هذل فَق را ا  طریك اضبفِ کردى ثرشة

 ّوزاد حل ًوبییذ.ی سوبم صحیح ّب ( هذل فَق را ا  طریك اضبفِ کردى ثرشح

 حل:

 اسز: فرم اسشبًذارد هذل فَق ثِ صَرر  یر

1 2

1 2 3

1 2 4

1 2 5

1 2 3 4 5

2

5

0

6 2 21

, , , , 0, int .

Max x x

x x x

x x x

x x x

x x x x x



  

   

  

  

 ( ثرش کسری )ثرش گَهری(الف

 :1ثرش 
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2 3 5

3 5

3 5 1 3 5

3 4 5

3

1.5 0.25 2.25

1.5 1.5 0.25 0.25 3.25 3.25

0.5 0.75 0.25 0.5 0.75 0.25

2 0.5 0.5

2 2 0.5 0.5

ij ij j i i

j N

ij ij j i i

j N

x x x

a a x b b x x

x x s x x

x x x

a a x b b x





  

                         

       

   

                  



  

     

5

5 2 5

1 3 5

3 5

3 5 3 3 5

0.5 0.5

0.5 0.5 0.5 0.5

0.5 0.25 2.75

0.5 0.5 0.25 0.25 2.75 2.75

0.5 0.25 0.75 0.5 0.25 0.75

ij ij j i i

j N

x

x s x

x x x

a a x b b x x

x x s x x



     

     

  

                         

      



  

ثرای ایي کِ ثْشریي ثرش را ثرای اضبفِ کردى ثِ خذٍل سیوذلکس اًشخبة کٌین، ا  اصَل ارایِ ضذُ در 

ثوب   َد.ضو  هیثرای اضبفِ ضذى ثِ خذٍل سیوذلکس اًشخبة  3، ثرش 1ٌین. ثراسبس اصل ک هیدرس اسشفبدُ 

 َد.ض هیاضبفِ کردى ثرش فَق ثِ خذٍل سیوذلکس ًشبیح ثِ صَرر  یر 

 

 :2ثرش 
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4 3 2

4 3

4 3 4 4 3

4 3 3

4

2 1 7

3 3 3

2 2 1 1 7 7

3 3 3 3 3 3

2 1 1 2 1 1

3 3 3 3 3 3

1 2 1

3 3 3

1 1 2 2

3 3 3 3

ij ij j i i

j N

ij ij j i i

j N

x s x

a a x b b x s

x s s x s

x s x

a a x b b x





   

        
                      

        

       

    

   
                  

  





 

3

4 3 4 4 3

4 3 1

4 3

4 3 4 4 3

4 3 5

1 1

3 3

2 1 1 2 1 1

3 3 3 3 3 3

1 1 7

3 3 3

1 1 1 1 7 7

3 3 3 3 3 3

2 1 1 2 1 1

3 3 3 3 3 3

2 8 7

3 3 3

ij ij j i i

j N

s

x s s x s

x s x

a a x b b x s

x s s x s

x s x

a



   
     

    

       

    

        
                        

        

       

   



  4 3

4 3 4 4 3

2 2 8 8 7 7

3 3 3 3 3 3

2 1 1 2 1 1

3 3 3 3 3 3

ij ij j i i

j N

a x b b x s

x s s x s



        
                        

        

       



4ی فَق یک ثرش ّسشٌذ لرا ثرش ّب سوبهی ثرش  4 3

2 1 1

3 3 3
s x s     ِثوب اضوبفِ    ٌوین. ک هیرا اضبف

 َد.ض هیکردى ثرش فَق، خذٍل سیوذلکس ثِ صَرر  یر 
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 :3ثرش 

 

 

3 4 3

3 4

3 4 5 3 4

3 4 1

3

1 1 1

2 2 2

1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2

1 1 5

2 2 2

1 1 1 1

2 2 2

ij ij j i i

j N

ij ij j i i

j N

s s x

a a x b b s s

s s s s s

s s x

a a x b b s





    

        
                          

        

       

   

  
                

  





 

4

3 4 5 3 4

3 4 4

3 4

3 4 5 3 4

5 5

2 2 2

1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2

1 3 1

2 2 2

1 1 3 3 1 1

2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2

ij ij j i i

j N

s

s s s s s

s s x

a a x b b s s

s s s s s



    
     

    

       

   

        
                        

        

       



 

5ّر سِ ثرش فَق یکسبى ّسشٌذ ٍ لرا ثرش  3 4

1 1 1

2 2 2
s s s     ِثب اضبفِ کردى ثرش  َد.ض هیاضبف

 فَق ثِ خذٍل سیوذلکس خَاّین داضز.
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x(3,1)خَاة ثْیٌِ ثراثر یذ. آ هیخَاة ثْیٌِ صحیح ا  خذٍل آخر ثذسز    ٍ7z  .اسز 

 ی سوبم صحیح اٍلیِّب رٍش ثرش( حل ا  ة

 ثرش اٍل:

1 1 2 1 1

6 2 21
3

6 6 6
s x x s x
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 ثرش دٍم:

2 1 2 2 2 1

2 6 3
3 1

2 2 2
x s s s x s

     
           

     
  

 

 ثرش سَم:
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1 2 3 3 1 2

2 1 1
0 0

2 2 2
s s s s s s

     
            

     
  

 

x(3,1)خوَاة ثْیٌوِ ثراثور    یوذ.  آ هیخَاة ثْیٌِ صحیح اهکبى دریر ا  خذٍل آخر ثذسز    ٍ7z  

 اسز.

 ی سوبم صحیح ّوزادّب ( حل ا  طریك ثرشح

ثِ فورم   ّب َاى ا  هحذٍدیزس هیآٍردى یک دبیِ صحیح کِ ضرط ثْیٌگی در آى ثرلرار ثبضذ،  ثذسزثرای 

ix M  اسشفبدُ کرد. ٍلی چَى هحذٍدیز اٍل ثِ ایي فرم اسز دیگر ًیب ی ثِ اضبفِ کردى هحذٍدیز

فَق الرکر ًیسز. ثِ ػجبرر دیگر کبفی اسز هشییر 
3x  ا  دبیِ خبرج ٍ هشییر

1x بثغ )کِ کوشریي ضریت در س

 هحبسجبر ایي کبر در ضکل  یر آهذُ اسز. ّذ  را دارد( ٍارد دبیِ ضَد.
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9َد کِ یک دبیِ صحیح ثْیٌِ اهکبى ًبدریر دارین. چَى ض هیهلاحظِ  0      اسز، لرا ثورش را ثورای سوطر

 سب ین.  هی 3ضوبرُ 

*

2

1 11
1, ,

4 6 4
h Min

  
    

  
  

  

  

 َد.ض هیثرش ثِ صَرر  یر 

1 2 3

1 2 3

1 1 1
4 6 ( 9)

4 4 4

2 3

s x x

s x x

     
             
     

   

  

 ثب اضبفِ کردى ثرش فَق در خذٍل سیوذلکس دارین.
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1ثب سَخِ ثِ ایي کِ  0   َد. چَى ض هیام یک ثرش سبخشِ -2اسز لرا ثرای سطر
3x  کوشریي همذار

 دارین. h*َد. ثرای هحبسجِ ض هیرا در هیبى هشییرّبی غیر اسبسی دارد، ایي هشییر ٍارد دبیِ 

*

2 3 1

2 3

1 1
1,

3 3

1 1 1
3 2 1

3 3 3

1

h Min

s x s

s x

 
  

 

     
          
     

  

  

 َد.ض هیاضبفِ  ّب در خذٍل  یر، ثرش فَق ثِ هحذٍدیز
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ذم. لرا فرایٌذ اضبفِ کردى ثرش هشَلف در خذٍل فَق، ثِ یک خَاة دبیِ اهکبى دریر صحیح ثْیٌِ رسی

x(3,1)خَاة ثْیٌِ ثراثر َد ٍ ثِ خَاة ثْیٌِ رسیذم. ض هی   ٍ7z  .اسز 

 ی ػذد صحیح  یر را در ًظر ثگیریذ.ریز ثرًبهِهذل  تمریه:

1 2 3

1 2

1 2

1 2 3

1 2 3

4 5

. .

3 2 10

4 11

3 3 13

, , 0, int .

Max Z x x x

s t

x x

x x

x x x

x x x

  

 

 

  



  

 کردى ثرش کسری گَهری حل ًوبییذ. ( هسئلِ فَق را ثِ رٍش اضبفِالف

 ( هسئلِ فَق را ثِ رٍش اضبفِ کردى ثرش کبهلا صحیح ّوزاد حل ًوبییذ.ة

 حل:

 فرم اسشبًذارد هذل فَق ثِ صَرر  یر اسز.
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1 2 3

1 2 4

1 2 5

1 2 3 6

1 2 3 4 5 6

4 5

. .

3 2 10

4 11

3 3 13

, , , , , 0, int .

Max Z x x x

s t

x x x

x x x

x x x x

x x x x x x

  

  

  

   

  

 الف(

     

     

1 4 5

4 5

4 5

4 2 5

4 5

4

0.4 0.2 1.8

0.4 0.4 0.2 0.2 1.8 1.8

0.4 0.8 0.8

0.1 0.3 2.3

0.1 0.1 0.3 0.3 2.3 2.3

0.9 0.

ij ij j i i

j N

ij ij j i i

j N

x x x

a a x b b x x

x x

x x x

a a x b b x x

x





  

                         

  

   

                         

 





     

5

3 4 5 6

4 5

4 5

3 0.3

0.9 0.3 0.7

0.9 0.9 0.3 0.3 0.7 0.7

0.1 0.7 0.7

ij ij j i i

j N

x

x x x x

a a x b b x x

x x





   

                           

 



 

 َد.ض هیا  هیبى سِ ثرش ثبلا، ثرش ًخسز اًشخبة 

4 5 4 5 10.4 0.8 0.8 0.4 0.8 0.8x x x x s        

 ثب اضبفِ کردى ثرش فَق خَاّین داضز.
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 َاى ثرش کسری را سَلیذ کرد.س هی 3ٍ  2ثراسبس خذٍل ثبلا، ثرای هؼبدلار ضوبرُ 

     

     

2 5 1

5 1

5 1

5 3 1

5 1

0.5 0.25 2.5

0.5 0.5 0.25 0.25 2.5 2.5

0.5 0.75 0.5

1.5 2.25 2.5

1.5 1.5 2.25 2.25 2.5 2.5

0.

ij ij j i i

j N

ij ij j i i

j N

x x s

a a x b b x s

x s

x x s

a a x b b x s





  

                         

  

  

                         







5 15 0.75 0.5x s 

5ّر دٍ ثرش یکسبى ّسوشٌذ. لورا ثورش      1 20.5 0.75 0.5x s s          ِثوِ خوذٍل سویوذلکس اضوبف

 َد.ض هی
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 ی کبهلا صحیح ّوزادّب حل ا  طریك ثرش (ة

َاى ا  هحذٍدیز ثوِ فورم   س هیثرای ثذسز آٍردى یک دبیِ صحیح کِ ضرط ثْیٌگی در آى ثرلرار ثبضذ، 

3

1

i

i

x M


  َُد. هشییر ض هیاسشفبد
7x  ٍ ا  دبیِ خبرج

2x ریي همذار ضوریت سوبثغ ّوذ (    ) ثِ دلیل کوش

 َد.ض هیٍارد دبیِ 

 

، یک ثورش هوی   2َد کِ یک دبیِ صحیح ثْیٌِ ثذسز آهذُ اسز. لرا ثرای هؼبدلِ ضوبرُ ض هیهلاحظِ 

 َد.ض هیٍارد دبیِ  1xکوشریي ضریت در سبثغ ّذ  را دارد،  1xسب ین ٍ چَى 
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*

1 1 3 7

1 1 3 7

4 5

1 1 5 11 1
1, , , 1, ,1,

3 4 4 3 4 3

1 1 1 1
3 4 3 29

3 3 3 3

2 10

h Min Min

s x x x

s x x x

    
               

     
  

       
              
       

    

 

 

ثِ دلیل کوشریي ضریت در سبثغ ّوذ    2xَاى یک ثرش ایدبد کٌین ٍ هشییر س هی 1ثرای هؼبدلِ ضوبرُ 

 َد.ض هیٍارد دبیِ 
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*

2 2 7 7

2 2 7 1

4 3

1 1 1 1 12 2
1, , , 1, , ,

4 4 4 4 2 4 4

1 1 1 1
4 3 3 20

4 4 4 4

5

h Min Min

s x x x

s x x s

    
               

     
  

       
              
       

     

 

*

3 7 1

3 7 1

2

1 1 2 11
1, , 1, ,

3 3 3 3 3

1 1 1
3 3 9

3 3 3

3

h Min Min

s x s

s x s
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*

4 2 3

4 2 3

1 1 1
1, 1,

2 2 2

1 1 1
2 1 4

2 2 2

2

h Min Min

s s s

s s s
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*

5 3

5 3

1 1 1
1, 1,

5 5 5

1 1
5 4

5 5

1

h Min Min

s s

s s
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سذ.ر هیخذٍل فَق ثِ خَاة ثْیٌِ   
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بررآ  س یررتفت وررت بررآ   ررت       یهه   بهینهه  برری د یافت ررت بهرر آ وررتد روه  رر   رری      

www.behinehyab.com .وی جعآ کنید 

  فرت   behinehyab@gmail.comیا صهات وی  ه آ یره      ریفرا  فلیره برآ   رت        

 بت وت یا تلتس بت ید. ی   بهین  بخش تلتس بت وت  س یتفت  ی  

 بت ت کی    تهجآ  لت

 ی   بهین   ی   روه   

 

http://www.behinehyab.com/
http://www.behinehyab.com/

